Отсечение отрезка. Алгоритм Сазерленда-Кохена


Необходимость отсечения выводимого изображения по границам некоторой области встречается довольно часто. В простейших случаях в качестве такой области, как правило, выступает прямоугольник (рис. 1).



Ниже рассматривается достаточно простой и эффективный алгоритм отсечения отрезков по границе произвольного прямоугольника.
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Рис. 2.


Четырьмя прямыми вся плоскость разбивается на 9 областей (рис. 2). По отношению к прямоугольнику точки в каждой из этих областей расположены одинаково. Определив, в какие области попали концы рассматриваемого отрезка, легко понять, где именно необходимо произвести отсечение. Для этого каждой области ставится в соответствие 4-битовый код, где установленный


Бит 0 означает, что точка лежит левее прямоугольника,


Бит 1 означает, что точка лежит выше прямоугольника,


Бит 2 означает, что точка лежит правее прямоугольника,


Бит 3 означает, что точка лежит ниже прямоугольника.


Приведённая ниже подпрограмма реализует алгоритм Сазерленда-Кохена отсечения отрезка по прямоугольной области. 

inline void swap(int&a, int&b)

{


int c;


c = a;


a = b;


b = c;

}

int OutCode(int x, int y, int X1, int Y1, int X2, int Y2)

{


int code = 0;


if (x < X1) code |= 0x01;


if (y < Y1) code |= 0x02;


if (x > X2) code |= 0x04;


if (y > Y2) code |= 0x08;


return code;

}

void ClipLine(int x1, int y1, int x2, int y2,

              int X1, int Y2, int X2, int Y2)

{


int code1 = OutCode(x1, y1, X1, Y1, X2, Y2);


int code2 = OutCode(x2, y2, X1, Y1, X2, Y2);


int inside = (code1 | code2) == 0;


int outside = (code1 & code2) != 0;


while(!outside && !inside)


{



if (!code1)



{




swap(x1, x2);




swap(y1, y2);




swap(code1, code2);



}



if (code1 & 0x01)



{




y1 += (long)(y2 - y1) * (X1 - x1) / (x2 - x1);




x1 = X1;



}



else if (code1& 0x02)



{




x1 += (long)(x2 - x1) * (Y1 - y1) / (y2 - y1);




y1 = Y1;



}



else if (code1 & 0x04)



{




y1 += (long)(y2 - y1) * (X2 - x1) / (x2 - x1);




x1 = X2;



}



else if (code & 0x08)



{




x1 += (long)(x2 - x1) * (Y2 - y1) / (y2 - y1);




y1 = Y2;




}



code1 = OutCode(x1, y1, X1, Y1, X2, Y2);



code2 = OutCode(x2, y2, X1, Y1, X2, Y2);



inside = (code1 | code2) == 0;



outside = (code1 & code2) != 0;


}


line (x1, y1, x2, y2);

}

Расстояние от точки до прямой


Пусть заданы точка 
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 и требуется найти расстояние от этой точки до прямой.


Найдём длину отрезка AB:
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Преобразуем уравнение прямой, проходящей через две точки:
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В общее уравнение прямой 
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, где
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Параметр C общего уравнения прямой представляет собой выражение 
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, где d – длина перпендикуляра, опущенного на прямую из начала координат (рис. 3). При этом этот перпендикуляр совпадает с перпендикуляром, опущенным на прямую из точки P, если сместить прямую и точку так, чтобы новые координаты точки P совпали с началом координат. Тогда длина d перпендикуляра и будет являться искомым расстоянием от точки до прямой. 


Для смещения прямой указанным образом, нужно вычесть из координат x и y точек A и B соответствующие координаты точки P:
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При этом значение параметра C вычисляется по формуле:


[image: image10.wmf]'

'

'

'

x

y

x

y

a

b

b

a

C

-

=

.

Тогда итоговая формула для вычисления расстояния будет иметь следующий вид:
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Если d < 0, то точка P находится слева от AB, если d > 0, то точка P находится справа от AB и если d = 0, то точка P лежит на AB.

Нахождение пересечения отрезков


Пусть A, B, C и D – точки на плоскости. Тогда направленные отрезки AB и CD задаются следующими параметрическими уравнениями:
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Если отрезки AB и CD пересекаются, то 
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Перепишем это векторное соотношение в координатном виде:
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Эта система линейных алгебраических уравнений при
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имеет единственное решение:


[image: image16.wmf].

)

)(

(

)

)(

(

)

)(

(

)

)(

(

,

)

)(

(

)

)(

(

)

)(

(

)

)(

(

x

x

y

y

y

y

x

x

y

y

x

x

x

x

y

y

x

x

y

y

y

y

x

x

y

y

x

x

x

x

y

y

c

d

a

b

c

d

a

b

a

b

c

a

a

d

c

a

s

c

d

a

b

c

d

a

b

c

d

c

a

c

d

c

a

r

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

=

-

-

-

-

-

-

-

-

-

-

=



Если оба полученных значения r и s принадлежат отрезку [0, 1], то отрезки AB и CD пересекаются и точка пересечения может быть найдена из параметрических уравнений:
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В случае, когда одно или оба найденных значений r и s не принадлежат отрезку  [0, 1], отрезки AB и CD не пересекаются, но пересекаются соответствующие прямые.


Равенство 
[image: image19.wmf])

)(

(

)

)(

(

x

x

y

y

y

y

x

x

c

d

a

b

c

d

a

b

-

-

=

-

-

 означает, что отрезки AB и CD параллельны.




Проверка принадлежности точки многоугольнику


Для решения задачи выпустим из заданной точки A(x, y) произвольный луч и найдём количество точек пересечения этого луча с границей многоугольника. Если отбросить случай, когда луч проходит через вершину многоугольника, то решение задачи тривиально – точка лежит внутри, если общее количество точек пересечения нечётно, и снаружи, если чётно.


Для любого многоугольника всегда можно построить луч, не проходящий ни через одну из вершин. Однако построение такого луча связано с некоторыми трудностями и, кроме того, проверку пересечения границы многоугольника с произвольным лучом провести сложнее, чем с фиксированным, например, с горизонтальным.


Возьмём луч, выходящий из произвольной точки A, и расмотрим, к чему может привести прохождение луча через вершину многоугольника. Основные возможные случаи изображены на рис. 4.


В случае a), когда рёбра, выходящие из соответствующей вершины, лежат по одну сторону от луча, чётность количества пересечений не меняется.


В случае б), когда выходящие из вершины рёбра лежат по разные стороны от луча, чётность количества пересечений изменяется.


К случаям в) и г) такой подход непосредственно неприменим. Несколько изменим его, заметив, что в случаях а) и б) вершины, лежащие на луче, являются экстремальными значениями в тройке вершин соответствующих отрезков. В других же случаях экстремума нет.


Исходя из этого, можно построить следующий алгоритм. Из точи A выпускается горизонтальный луч в направлении оси Ox и все рёбра многоугольника, кроме горизонтальных, проверяются на пересечение с этим лучом. В случае, когда луч проходит через вершину, т. е. формально пересекает сразу два ребра, сходящихся в этой вершине, это пересечение засчитывается только для тех рёбер, для которых эта вершина является верхней. Подобный алгоритм приводит к следующей подпрограмме:

struct Vector2D {


float x, y;

};

bool Inside(Vector2D *vertices, Vector2D p, int numVertices)

{


int count = 0;


for (int i = 0; i < numVertices; i++)


{



int j = (i + 1) % numVertices;



if (vertices[i].y == vertices[j].y) continue;



if (vertices[i].y > p.y && vertices[j].y > p.y) continue;



if (vertices[i].y < p.y && vertices[j].y < p.y) continue;



if (max(vertices[i].y, vertices[j].y) == p.y)




count++;



else if (min(vertices[i].y, vertices[j].y) == p.y) 




continue;



else



{




float t = (p.y - vertices[i].y) / (vertices[j].y - vertices[i].y);




if (vertices[i].x + t * (vertices[j].x - vertices[i].x) >= p.x)





count++;



}


}


return count & 1;

}

Вычисление площади многоугольника


Для площади s(P) многоугольника P, образованного вершинами 
[image: image20.wmf],
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 справедлива следующая формула:
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Эта формула даёт значение площади многоугольника со знаком, зависящим от ориентации его вершин. В случае, когда вершины упорядочены в направлении против часовой стрелки, s(P) < 0.
Построение выпуклой оболочки


Пусть S – конечный набор точек на плоскости. Выпуклой оболочкой набора S называется многоугольник с максимальной площадью, который можно построить на S. Другое определение: выпуклая оболочка – это выпуклый многоугольник, который обладает тем свойством, что любая точка из S либо находится внутри него, либо является его вершиной. Не все точки из S являются вершинами выпуклой оболочки.


Один из способов построения выпуклой оболочки конечного набора точек S на плоскости напоминает вычерчивание при помощи карандаша и линейки. Вначале выбирается точка 
[image: image22.wmf]S
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, заведомо являющаяся вершиной границы выпуклой оболочки. В качестве такой точки можно взять самую левую точку из набора S (если таких точек несколько, выбирается самая нижняя). Затем вертикальный луч поворачивается вокруг этой точки по направлению часовой стрелки до тех пор, пока он не будет проходить через точку 
[image: image23.wmf]S
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. Тогда отрезок ab будет ребром границы выпуклой оболочки. Для поиска следующего ребра будем продолжать вращение луча по часовой стрелке вокруг точки b до встречи со следующей точкой 
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. Отрезок bc будет следующим ребром границы выпуклой оболочки. Процесс повторяется до тех пор, пока снова не встретится точка a. Этот метод называется методом «заворачивания подарка».


Основным шагом алгоритма является отыскание точки, следующей за точкой, вокруг которой вращается луч. Для этого ищется самая первая точка, в направлении вращения луча или самая последняя в обратном направлении. Пусть имеется текущая точка D, являющаяся вершиной границы выпуклой оболочки. Анализируются все точки Pi, не вошедшие в выпуклую оболочку (рис. 5). Пусть предполагается, что точка P4 является следующей вершиной в границе выпуклой оболочки. Если это так, то все углы, образуемые вектором p и вектором qi должны быть отрицательными относительно вектора p. Если какой-то угол оказывается  положительным, то вектор p заменяется на соответствующий вектор qi и процесс повторяется до тех пор, пока не найдётся положительных углов. На рисунке следующей вершиной границы выпуклой оболочки будет точка P1.

Для вычисления знака угла между двумя векторами можно воспользоваться выражением: 
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, где  – угол между векторами a и b. При этом знак синуса соответствует знаку угла.
















Следующая программа реализует описанный алгоритм и строит на экране монитора выпуклую оболочку множества точек, координаты которых задаются случайным образом.

#include <graphics.h>

#include <iostream.h>

#include <process.h>

#include <stdlib.h>

#include <conio.h>

#include <math.h>

#include <new.h>

#define N 20

struct Vector2D {

        float x, y;

        Vector2D()

        {

                x = 0.0;

                y = 0.0;

        }

        Vector2D(float x1, float y1)

        {

                x = x1;

                y = y1;

        }

        Vector2D& operator =(const Vector2D& v)

        {

                x = v.x;

                y = v.y;

                return *this;

        }

        friend Vector2D operator -(const Vector2D&, const Vector2D&);

};

Vector2D operator -(const Vector2D& u, const Vector2D& v)

{

        return Vector2D(u.x - v.x, u.y - v.y);

}

struct Point {

        int x, y;

        Point *next;

};

class Polygon {

        Point *b_p, *e_p;

public:

        Polygon()

        {

                b_p = e_p = NULL;

        }

        ~Polygon();

        void AddVertex(Vector2D *v)

        {

                Point *p = new Point();

                p->x = v->x;

                p->y = v->y;

                p->next = NULL;

                if (!b_p) b_p = p;

                else e_p->next = p;

                e_p = p;

        }

        void Draw();

};

Polygon::~Polygon()

{

        Point *p = b_p;

        while (p)

        {

                b_p = p->next;

                delete p;

                p = b_p;

        }

}

void Polygon::Draw()

{

        Point *p = b_p;

        if (!p) return;

        moveto(p->x, p->y);

        p = p->next;

        while (p)

        {

                lineto(p->x, p->y);

                p = p->next;

        }

        lineto(b_p->x, b_p->y);

}

void swap(Vector2D& a, Vector2D& b)

{

        Vector2D t;

        t = a;

        a = b;

        b = t;

}

Polygon *ConvS(Vector2D *s, int n)

{

        int a = 0, i, j;

        for (i = 1; i < n; i++)

                if (s[i].x < s[a].x) a = i;

        s[n] = s[a];

        Polygon *p = new Polygon();

        for (i = 0; i < n; i++)

        {

                swap(s[a], s[i]);

                p->AddVertex(s + i);

                a = i + 1;

                for (j = i + 2; j <= n; j++)

                {

                        Vector2D b = s[a] - s[i];

                        Vector2D c = s[j] - s[i];

                        float s = b.x * c.y - b.y * c.x;

                        if (s > 0.0) a = j;

                }

                if (a == n) return p;

        }

        return NULL;

}

void OutOfMemHandler()

{

        cout << "Error: out of memory\n";

        exit(1);

}

void main()

{

        set_new_handler(OutOfMemHandler);

        randomize();

        int gd = VGA, gm = VGAHI, i, mx, my;

        Vector2D *v = new Vector2D[N + 1];

        initgraph(&gd, &gm, "d:\\lng\\bc5\\bgi");

        mx = getmaxx();

        my = getmaxy();

        for (i = 0; i < N; i++)

        {

                v[i].x = random(mx >> 1) + (mx >> 2);

                v[i].y = random(my >> 1) + (my >> 2);

                putpixel((int)v[i].x, (int)v[i].y, WHITE);

        }

        Polygon *p = ConvS(v, N);

        if (p)

        {

                setcolor(YELLOW);

                p->Draw();

                delete p;

        }

        getch();

        closegraph();

        restorecrtmode();

        delete v;

}


Временные затраты данного алгоритма равны 
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, где h – число вершин в границе искомой выпуклой области. Работа алгоритма проиллюстрирована на рис. 6.
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Рис. 6.


Рассмотрим ещё один алгоритм для построения выпуклой оболочки, так называемый метод обхода Грэхема. В этом методе выпуклая оболочка конечного набора точек S находится в два этапа. На первом этапе алгоритм выбирает некоторую экстремальную точку 
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 и сортирует все остальные точки в соответствии с углом направленного к ним из точки  луча. На втором этапе алгоритм выполняет пошаговую обработку отсортированных точек, формируя последовательность многоугольников, которые в конце концов и образуют искомую выпуклую оболочку.


Выберем в качестве экстремальной точки точку с минимальной y-координатой и поменяем её местами с s0. Остальные точки сортируются затем в порядке возрастания полярного угла относительно точки s0. Если две точки имеют одинаковый полярный угол, то точка, расположенная ближе к s0, должна стоять в отсортированном списке раньше, чем более дальняя точка.


Для определения того, какая именно точка должна быть включена в границу выпуклой оболочки после точки si, используется тот факт, что при обходе границы выпуклой оболочки в направлении по часовой стрелке каждая вершина должна соответствовать повороту влево.


Быстродействие данного алгоритма равно 
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Пересечение выпуклых многоугольников


Рассмотрим задачу об отсечении произвольного многоугольника по границе заданного выпуклого многоугольника. Одним из наиболее простых алгоритмов для решения этой задачи является алгоритм Сазерленда-Ходжмана, который и будет рассмотрен.


Алгоритм сводит исходную задачу к серии более простых задач об отсечении многоугольников вдоль прямой, проходящей через одно из рёбер отсекающего многоугольника.


На каждом шаге (рис. 7) выбирается очередное ребро отсекающего многоугольника и поочерёдно проверяется положение всех вершин отсекаемого многоугольника относительно прямой, проходящей через выбранное текущее ребро. При этом в результирующий многоугольник добавляется 0, 1 или 2 вершины.


Рис. 7.

Рассмотрим ребро отсекаемого многоугольника, соединяющее вершины A и B. Возможны 4 различных ситуации (рис. 8).


Рис. 8.


Предположим, что точка A уже обработана. В случае a) ребро целиком лежит во внутренней области и точка B добавляется в результирующий многоугольник. В случае б) в результирующий многоугольник добавляется точка пересечения C и точка B. В случае в) обе вершины лежат во внешней области, и поэтому в результирующий многоугольник не добавляется ни одной точки. В случае г) в результирующий многоугольник добавляется точка пересечения C.


Приводимая ниже программа выводит на экран монитора результат пересечения двух многоугольников.

#include <graphics.h>

#include <iostream.h>

#include <process.h>

#include <stdlib.h>

#include <conio.h>

#include <math.h>

#include <new.h>

#define N 10

const float c = 2 * M_PI / N;

struct Point {

        int x, y;

};

class Polygon {

        Point *points;

        int n;

public:

        Polygon()

        {

                points = new Point[2 * N];

                n = 0;

        }

        ~Polygon()

        {

                delete points;

        }

        void AddVertex(int x, int y)

        {

                points[n].x = x;

                points[n].y = y;

                n++;

        }

        void AddVertex(Point p)

        {

                AddVertex(p.x, p.y);

        }

        Point operator [](int index)

        {

                return points[index % n];

        }

        int GetN() { return n; }

        void SetN(int new_n) { n = new_n; }

        void Draw();

        Polygon& operator =(const Polygon& p)

        {

                n = p.n;

                memcpy(points, p.points, n * sizeof(Point));

                return *this;

        }

        bool Inside(Point);

};

void Polygon::Draw()

{

        moveto(points[0].x, points[0].y);

        for (int i = 1; i < n; i++)

                lineto(points[i].x, points[i].y);

        lineto(points[0].x, points[0].y);

}

bool Polygon::Inside(Point p)

{

        long ax, ay, bx, by, q;

        long x = p.x;

        long y = p.y;

        for (int i = 0; i < n; i++)

        {

                ax = points[i].x;

                ay = points[i].y;

                bx = points[(i + 1) % n].x;

                by = points[(i + 1) % n].y;

                q = (by - ay) * x + (ax - bx) * y + ay * bx - by * ax;

                if (q < 0) return false;

        }

        return true;

}

Point Intersect(Point A1, Point B1, Point A2, Point B2)

{

        long a1 = B1.y - A1.y;

        long a2 = B2.y - A2.y;

        long b1 = A1.x - B1.x;

        long b2 = A2.x - B2.x;

        long c1 = (long)A1.y * B1.x - (long)A1.x * B1.y;

        long c2 = (long)A2.y * B2.x - (long)A2.x * B2.y;

        Point p;

        p.x = (b2 * c1 - c2 * b1) / (a2 * b1 - a1 * b2);

        p.y = (a1 * c2 - c1 * a2) / (a2 * b1 - a1 * b2);

        return p;

}

bool Side(Point A, Point B, Point p)

{

        long q = long(B.y - A.y) * p.x + long(A.x - B.x) * p.y + long(A.y) * B.x - long(B.y) * A.x;

        return q > 0;

}

Polygon *PolygonClip(Polygon *org, Polygon *clip)

{

        int n1, n2 = clip->GetN(), i, j;

        Polygon *t1 = new Polygon(), *t2 = new Polygon();

        bool inside, was_inside;

        *t1 = *org;

        for (i = 0; i < n2; i++)

        {

                t2->SetN(0);

                n1 = t1->GetN();

                was_inside = Side((*clip)[i], (*clip)[i + 1], (*t1)[0]);

                if (was_inside) t2->AddVertex((*t1)[0]);

                for (j = 1; j <= n1; j++)

                {

                        inside = Side((*clip)[i], (*clip)[i + 1], (*t1)[j]);

                        if (was_inside && inside)

                                t2->AddVertex((*t1)[j]);

                        else if (was_inside || inside)

                        {

                                Point c = Intersect((*clip)[i], (*clip)[i + 1], (*t1)[j - 1], (*t1)[j]);

                                t2->AddVertex(c);

                                if (inside && j != n1) t2->AddVertex((*t1)[j]);

                        }

                        was_inside = inside;

                }

                *t1 = *t2;

        }

        delete t2;

        return t1;

}

void OutOfMemHandler()

{

        cout << "Error: out of memory\n";

        exit(1);

}

void main()

{

        set_new_handler(OutOfMemHandler);

        randomize();

        int gd = VGA, gm = VGAHI, i;

        Polygon org, clip;

        initgraph(&gd, &gm, "d:\\lng\\bc5\\bgi");

        int mx = getmaxx();

        int mx1 = mx >> 1;

        int mx2 = mx >> 2;

        int mx34 = mx1 + mx2;

        int my = getmaxy();

        int my1 = my >> 1;

        int my2 = my >> 2;

        int my34 = my1 + my2;

        for (i = 0; i < N; i++)

        {

                int r = random(my2) + my2;

                int x = int(r * cos(i * c) + mx1);

                int y = int(r * sin(i * c) + my1);

                org.AddVertex(x, y);

        }

        clip.AddVertex(mx2, my2);

        clip.AddVertex(mx2, my34);

        clip.AddVertex(mx34, my34);

        clip.AddVertex(mx34, my2);

        Polygon *clipped = PolygonClip(&org, &clip);

        setlinestyle(SOLID_LINE, 0, NORM_WIDTH);

        setcolor(DARKGRAY);

        org.Draw();

        setcolor(YELLOW);

        clipped->Draw();

        setfillstyle(SOLID_FILL, BLUE);

        floodfill(mx1, my1, YELLOW);

        setlinestyle(SOLID_LINE, 0, THICK_WIDTH);

        setcolor(WHITE);

        clip.Draw();

        delete clipped;

        getch();

        closegraph();

        restorecrtmode();

}


Следует заметить, что приведённый алгоритм не является оптимальным по времени выполнения. Сложность данного алгоритма 
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Построение триангуляции Делоне


Триангуляция представляет собой процесс разбиения многоугольника на треугольники, объединение которых даёт исходный многоугольник. При этом для разбиения на треугольники могут использоваться дополнительные вершины. На рис. 9 приведён пример триангуляции выпуклого многоугольника.

Рис. 9.


Рассмотрим задачу триангуляции набора точек S на плоскости. Все точки набора S можно разбить на граничные – точки, лежащие на границе выпуклой оболочки, и внутренние – лежащие внутри выпуклой оболочки. Рёбра, полученные в результате триангуляции S, разбиваются на рёбра оболочки и внутренние рёбра. К рёбрам оболочки относятся рёбра, расположенные вдоль границы выпуклой оболочки, а к внутренним – все остальные.


Любой набор точек (за исключением некоторых тривиальных случаев) допускает более одного способа триангуляции. Однако при этом выполняется следующее утверждение. Пусть набор S содержит 
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 точек и не все из них коллинеарны. Пусть, кроме того, i из них являются внутренними (лежат внутри выпуклой оболочки). Тогда при любом способе триангуляции набора S будет получено 
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 треугольников.


Среди всех возможных триангуляций выделяется специальный вид – так называемая триангуляция Делоне. Эта триангуляция является хорошо сбалансированной в том смысле, что формируемые ей треугольники стремятся к равноугольности.


Триангуляция набора точек называется триангуляцией Делоне, если окружность, описанная вокруг каждого из треугольников, не будет содержать внутри себя точек набора S.


На рис. 10 а) показана окружность, не содержащая внутри себя точек набора S, и поэтому является триангуляцией Делоне. Триангуляция, приведённая на рис. 10 б), не является триангуляцией Делоне, так как существует окружность, содержащая внутри себя одну из точек набора.

Рис. 10.


Для упрощения алгоритма триангуляции сделаем два предположения относительно набора S:

1. чтобы триангуляция вообще существовала, необходимо, чтобы набор S содержал по крайней мере 3 неколлинеарные точки;

2. никакие 4 точки из набора S не лежат на одной окружности.

Если последнее предположение не выполнено, то можно построить несколько различных триангуляций Делоне.


Предлагаемый ниже алгоритм работает путём постоянного наращивания текущей триангуляции (по одному треугольнику за шаг). На каждой итерации алгоритм ищет новый треугольник, который подключается к текущей триангуляции.


В процессе триангуляции все имеющиеся рёбра делятся на три класса:

1. спящие рёбра – рёбра, которые ещё не были обработаны алгоритмом;

2. живые рёбра – рёбра, для каждого из которых известна только одна примыкающая к нему область;

3. мёртвые рёбра – рёбра, для каждого из которых известны обе примыкающие к нему области.

Вначале живым является единственное ребро, принадлежащее границе выпуклой области, а все остальные рёбра – спящие. По мере работы алгоритма рёбра из спящих становятся живыми, а затем мёртвыми.

На каждой итерации алгоритма выбирается одно из рёбер границы и для него находится область, которой это ребро принадлежит. Если найденная область является треугольником, определяемым концевыми точками ребра и некоторой третьей точкой, то это ребро становится мёртвым, поскольку известны обе примыкающие к нему области. Каждое из двух других рёбер этого треугольника переводится или из спящего в живое или из живого в мёртвое. В случае, если неизвестная область оказывается бесконечной плоскостью (когда ребро принадлежит границе выпуклой оболочки), то ребро просто умирает.

Ниже приводится программа для построения триангуляции Делоне заданного набора точек, формируемого случайным образом.

#include <graphics.h>

#include <stdlib.h>

#include <values.h>

#include <conio.h>

#include <mem.h>

#define N 10

struct Vector2D {

        float x, y;

        Vector2D()

        {

                x = y = 0.0;

        }

        Vector2D(float x_, float y_)

        {

                x = x_;

                y = y_;

        }

        Vector2D operator -(Vector2D& v)

        {

                return Vector2D(x - v.x, y - v.y);

        }

        Vector2D operator +(Vector2D& v)

        {

                return Vector2D(x + v.x, y + v.y);

        }

        friend Vector2D operator *(float, Vector2D&);

        float operator &(Vector2D& e)

        {

                return x * e.x + y * e.y;

        }

        bool operator <(Vector2D& v)

        {

                return (x < v.x) || ((x == v.x) && (y < v.y));

        }

};

Vector2D operator *(float t, Vector2D& v)

{

        return Vector2D(t * v.x, t * v.y);

}

struct Triangle {

        Vector2D a, b, c;

        Triangle() { }

        Triangle(Vector2D a_, Vector2D b_, Vector2D c_)

        {

                a = a_;

                b = b_;

                c = c_;

        }

};

class TriangleList {

        Triangle *triangles;

        int count;

public:

        TriangleList()

        {

                triangles = new Triangle;

                count = 0;

        }

        ~TriangleList()

        {

                delete triangles;

        }

        void Insert(Triangle t)

        {

                Triangle *new_triangles = new Triangle[count + 1];

                memcpy(new_triangles, triangles, count * sizeof(Triangle));

                new_triangles[count++] = t;

                delete triangles;

                triangles = new_triangles;

        }

        Triangle& operator [](int index)

        {

                return triangles[index];

        }

        void Draw();

};

void TriangleList::Draw()

{

        for (int i = 0; i < count; i++)

        {

                Triangle t = triangles[i];

                moveto((int)t.a.x, (int)t.a.y);

                lineto((int)t.b.x, (int)t.b.y);

                lineto((int)t.c.x, (int)t.c.y);

                lineto((int)t.a.x, (int)t.a.y);

        }

}

struct Edge {

        Vector2D org;

        Vector2D dest;

        Edge(Vector2D& a, Vector2D& b)

        {

                org = a;

                dest = b;

        }

        Edge(const Edge& e)

        {

                org = e.org;

                dest = e.dest;

        }

        Edge() { }

        void Flip()

        {

                Vector2D t = org;

                org = dest;

                dest = t;

        }

        void Rot()

        {

                Vector2D m = 0.5 * (org + dest);

                Vector2D n(0.5 * (dest.y - org.y), 0.5 * (org.x - dest.x));

                org = m - n;

                dest = m + n;

        }

        bool Intersect(Edge& e, float& t)

        {

                Vector2D n(e.dest.y - e.org.y, e.org.x - e.dest.x);

                float d = n & (dest - org);

                if (!d) return false;

                t = -(n & (org - e.org)) / d;

                return true;

        }

        bool operator ==(Edge& e)

        {

                if (org.x == e.org.x && org.y == e.org.y &&

                    dest.x == e.dest.x && dest.y == e.dest.y)

                        return true;

                return false;

        }

};

class Dictionary {

        Edge *edges;

public:

        int count;

        Dictionary()

        {

                edges = new Edge;

                count = 0;

        }

        ~Dictionary()

        {

                delete edges;

        }

        void Insert(Edge& e)

        {

                Edge *new_edges = new Edge[count + 1];

                memcpy(new_edges, edges, count * sizeof(Edge));

                new_edges[count++] = e;

                delete edges;

                edges = new_edges;

        }

        bool Find(Edge&);

        void Del(Edge&);

        Edge RemoveAt0()

        {

                Edge t = edges[0];

                count--;

                Edge *new_edges = new Edge[count];

                memcpy(new_edges, edges + 1, count * sizeof(Edge));

                delete edges;

                edges = new_edges;

                return t;

        }

        bool IsEmpty()

        {

                return count == 0;

        }

};

bool Dictionary::Find(Edge& e)

{

        for (int i = 0; i < count; i++)

                if (edges[i] == e) return true;

        return false;

}

void Dictionary::Del(Edge& e)

{

        int i = 0;

        for (; i < count; i++)

                if (edges[i] == e) break;

        if (i == count) return;

        count--;

        Edge *new_edges = new Edge[count];

        if (i) memcpy(new_edges, edges, i * sizeof(Edge));

        if (i != count) memcpy(new_edges + i, edges + i + 1, (count - i) * sizeof(Edge));

        delete edges;

        edges = new_edges;

}

void UpdateFrontier(Dictionary& frontier, Vector2D& a, Vector2D& b)

{

        Edge e(a, b);

        if (frontier.Find(e))

                frontier.Del(e);

        else

        {

                e.Flip();

                frontier.Insert(e);

        }

}

Edge HullEdge(Vector2D* s, int n)

{

        int m = 0, i = 1;

        for (; i < n; i++)

                if (s[i] < s[m]) m = i;

        Vector2D t = s[0];

        s[0] = s[m];

        s[m] = t;

        for (m = 1, i = 2; i < n; i++)

        {

                Vector2D b = s[m] - s[0];

                Vector2D c = s[i] - s[0];

                float s = b.x * c.y - b.y * c.x;

                if (s > 0.0) m = i;

        }

        return Edge(s[0], s[m]);

}

bool Mate(Edge& e, Vector2D s[], int n, Vector2D& p)

{

        float t = MAXFLOAT;

        float best_t = MAXFLOAT;

        Edge f(e);

        f.Rot();

        for (int i = 0; i < n; i++)

        {

                Vector2D b = e.dest - e.org;

                Vector2D c = s[i] - e.org;

                float q = b.x * c.y - b.y * c.x;

                if (q < 0.0)

                {

                        Edge g(e.dest, s[i]);

                        g.Rot();

                        if (f.Intersect(g, t) && t < best_t)

                        {

                                best_t = t;

                                p = s[i];

                        }

                }

        }

        return t < MAXFLOAT;

}

TriangleList *DelaunayTriangulate(Vector2D *s, int n)

{

        TriangleList *triangles = new TriangleList;

        Dictionary frontier;

        Vector2D p;

        Edge e = HullEdge(s, n);

        frontier.Insert(e);

        while(!frontier.IsEmpty())

        {

                e = frontier.RemoveAt0();

                if (Mate(e, s, n, p))

                {

                        UpdateFrontier(frontier, p, e.org);

                        UpdateFrontier(frontier, e.dest, p);

                        triangles->Insert(Triangle(e.org, e.dest, p));

                }

        }

        return triangles;

}

void main()

{

        randomize();

        int gd = VGA, gm = VGAHI, i;

        Vector2D *v = new Vector2D[N];

        initgraph(&gd, &gm, "d:\\lng\\bc5\\bgi");

        int mx = getmaxx();

        int my = getmaxy();

        setcolor(WHITE);

        for (i = 0; i < N; i++)

        {

                int x = random(mx >> 1) + (mx >> 2);

                int y = random(my >> 1) + (my >> 2);

                v[i].x = x;

                v[i].y = y;

                circle(x, y, 2);

        }

        setcolor(YELLOW);

        TriangleList *t = DelaunayTriangulate(v, N);

        t->Draw();

        delete t;

        delete v;

        getch();

        closegraph();

        restorecrtmode();

}

Треугольники, образуемые в процессе триангуляции, хранятся в массиве traingles. Все живые рёбра хранятся в словаре frontier. Причем каждое ребро направлено так, что неизвестная для него область лежит справа.

Рассмотрим, каким образом функция UpdateFrontier изменяет словарь живых рёбер. При добавлении к массиву triangles нового треугольника t изменяется состояние всех трех рёбер треугольника. Ребро треугольника, примыкающее к границе, из живого становится мёртвым. Каждое из двух оставшихся рёбер изменяет свое состояние из спящего в живое, если оно ранее не было записано в словарь, или из живого в мёртвое, если оно в словаре уже было.

На рис. 11 показаны оба случая. При обработке живого ребра af, после обнаружения того, что точка b является сопряженной к нему, к списку построенных треугольников добавляется треугольник afb. Затем ищется ребро fb в словаре. Поскольку оно обнаружено впервые, то в словаре его ещй нет и состояние ребра fb изменяется от спящего к живому.

Перед записью ребра fb в словарь, оно переворачивается так, чтобы примыкающая к нему неизвестная область лежала от него справа.

Ребро ba в словаре уже есть. Так как неизвестная для него область (треугольник afb) только что была обнаружена, это ребро из словаря удаляется.

Функция HullEdge строит ребро, принадлежащее границе выпуклой оболочки набора точек S. В этой функции фактически реализован этап инициализации и первой итерации метода «заворачивания подарка».

Рис. 11.

Функция Mate определяет, существует ли для данного живого ребра е со​пряжённая ему точка, и, если она есть, находит её. Для того чтобы понять, как работает эта функция, рассмотрим множество окружностей, проходящих через концевые точки ребра е. Центры всех этих окружностей лежат на срединном перпендикуляре к ребру.

Рассмотрим процесс «надувания» окружности, проходящей через е. Если в результате такого «надувания» окружность пройдёт через некоторую точку из набора S, то эта точка является сопряжённой к ребру е, в противном случае ребро сопря​жённой точки не имеет.

Быстродействие данного алгоритма равно 
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